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トポロジカル絶縁体・超伝導体の分類理論について解説する。まずクリフォード代数を用いた分類理
論について説明し、トポロジカル絶縁体・超伝導体の周期表の系統的な導出を与える。その後に結晶対
称性のもとであらわれるトポロジカル相であるトポロジカル結晶絶縁体への、クリフォード代数を用い
た分類理論の応用について述べる。

I. はじめに

固体は原子が周期的にならんだ構造をもつ。ある固体が
電気を通すか通さないかという基本的な性質は、固体中の
電子の振る舞いによって決定される。固体中の電子は原子
の周期構造からくる周期的なポテンシャル中を運動するた
め、ブロッホの定理により、エネルギーバンドによってそ
の運動が記述される。フェルミエネルギーがエネルギーバ
ンドをよぎれば小さな外場で電子を駆動することができる
ので金属となり、フェルミエネルギーがエネルギーギャッ
プ中にあれば小さな外場で電子を駆動することができず絶
縁体となる。
本稿では絶縁体を舞台としたトポロジカルな現象につい

て取り扱う。バンド構造のために、各波数に対してブロッ
ホ波動関数が指定されるわけだが、エネルギーギャップが
存在すると価電子帯のブロッホ波動関数がブリルアンゾー
ン上で連続的に定義されるので、その幾何学的な構造を議
論することができる。ブロッホ波動関数の非自明な幾何構
造は局所的にはベリー接続やベリー曲率といった量で記述
されるが、ブリルアンゾーン全体で大域的に非自明な幾何
学的構造をもつ場合に、バンド絶縁体はトポロジカル絶縁
体と呼ばれる。トポロジカル絶縁体は表面にギャップレス
の伝導状態を伴うなど特異な物性を示す。
トポロジカルな絶縁体の例としては、古くは量子ホール

効果が知られている。2次元系のホール伝導度はブロッホ
波動関数のねじれをあらわすチャーン数（整数）に e2/hを
かけたものに等しくなり、チャーン数が非自明な量子ホー
ル状態では系の境界にカイラルなエッジ状態があらわれる
[1]。時間反転対称性をもつ 2次元系ではチャーン数はゼロ
になることが知られているが、時間反転操作で波数 kのブ
ロッホ波動関数と波数−kのブロッホ波動関数が対応づけ
られるため、チャーン数に代わって Z2トポロジカル数と
いう量でブロッホ波動関数の大域的な幾何構造を特徴づけ
ることができる。Z2トポロジカル数が非自明であるものは
Z2トポロジカル絶縁体として知られ、系の境界にヘリカル
なエッジ状態があらわれる [2, 3]。Z2トポロジカル絶縁体
がHgTeで実現しているという理論的提案が、実験的に確
かめられた [4, 5]。さらに 3次元物質においても同様に Z2

トポロジカル数によって特徴付けられる絶縁体が発見され
た。これらトポロジカル絶縁体の登場以降、物質のトポロ
ジカルな性質が盛んに研究されている。また準粒子スペク
トルにギャップの開いた超伝導体も Bogoliubov-deGennes
(BdG)方程式のレベルでは絶縁体の一種と考えられるた
め、同様にトポロジカルな超伝導状態について議論するこ
とができる。特に超伝導体では表面のギャップレス状態が
マヨラナフェルミオンになりうるので、マヨラナフェルミ
オンの物性における実現という観点で精力的に研究がなさ

れている。
系の対称性のもとでどのような種類のトポロジカル絶縁

体・超伝導体があらわれるかは重要な問題だ。相互作用の
ないフェルミオン系はハミルトニアンのもつ対称性によっ
て、10の対称類に分類されることが知られている [6]。各
次元で、10の対称類のうち 5つの対称類で非自明なトポ
ロジカル絶縁体もしくは超伝導体が実現しうる。このトポ
ロジカル絶縁体の分類理論は、表面状態の局在問題に着目
した非線形シグマ模型による解析、ディラックハミルトニ
アンによる解析、Ｋ理論による解析など複数の方法によっ
て得られている [7–9]。これらのうちKitaevによるＫ理論
を用いたトポロジカル絶縁体の分類理論はエレガントで、
系統的に結果を得ることが可能である。トポロジカル絶縁
体の分類理論により、我々は様々なトポロジカル相につい
て系のもつ対称性の観点から包括的に理解することが可能
になった。本稿では、Ｋ理論に基づいたトポロジカルな分
類理論について解説する。
固体中の原子は様々な結晶対称性をもつ。結晶対称操作

はブリルアンゾーン内の異なる波数に対応するブロッホ波
動関数を結びつけるため、結晶対称性のもとでは新しい
タイプのブロッホ波動関数の大域的な構造を定義できる場
合がある。このような物質はトポロジカル結晶絶縁体・超
伝導体とよばれる。鏡映対称性と時間反転対称性をもつ 3
次元系では非自明なトポロジカル結晶絶縁体があらわれ、
SnTeにおいて実現していることが理論的に提案され [10]、
実際に実験的にトポロジカル結晶絶縁体の存在が観測さ
れた [11–13]。これ以降、鏡映対称性のもとであらわれる
トポロジカル結晶絶縁体・超伝導体についてはよく理解さ
れるようになってきた [14–17]。本稿ではＫ理論による分
類理論のトポロジカル結晶絶縁体への応用についても解説
する。鏡映対称性を考慮したトポロジカル結晶絶縁体・超
伝導体の分類理論は、まだ現実には知られていない多くの
非自明なトポロジカル物質の存在を予言しており、今後の
実験研究に対称性の観点から指針をあたえるものと考えら
れる。

II. トポロジカル絶縁体・超伝導体の例とディラックハミルト
ニアン

バンド絶縁体で、系の対称性を保ちバンドギャップを開
けたままで、互いに連続変形できないものを異なるトポロ
ジカル相に属するといい、とくに真空のような自明な絶縁
体に連続変形できないものをトポロジカル絶縁体と呼ぶ。
トポロジカル絶縁体・超伝導体の相転移点近傍の低エネル
ギー有効理論は、ディラックハミルトニアンで書き表すこ
とができる。たとえば、2次元の量子スピンホール絶縁体
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FIG. 1. Z2 トポロジカル相のディラック質量項による理解。非
自明な相のコピーを二つあわせて考えると、自明な相に連続変形
することができる。

HgTeは Bernevig-Hughes-Zhang模型と呼ばれる

HBHZ(k) = kxσxτz + kyσy +mσz, (1)

というディラックハミルトニアンで記述される [4]。ここ
で kx, ky は波数、σ, τ はスピン、軌道に作用するパウリ行
列である。このハミルトニアンは

THBHZ(−k)T−1 = HBHZ(k), T = iσyK, (2)

を満たし、時間反転対称である。ここで T は時間反転演
算子で、Kは複素共役演算子である。時間反転 T のもと
で許される、運動項と反交換するディラック質量項はmσz

に限られる。このとき、mの正負によって、基底状態は異
なるトポロジカル相に属する。実際、mの符号を変えよう
とすると必ず m = 0を通り系がギャップレスになってし
まう (図 1左)。
時間反転対称性のもとであらわれる 2次元のスピンホー

ル絶縁体は Z2 トポロジカル数で特徴づけられる。これ
は先ほどのディラックハミルトニアンを二つあわせたもの
HBHZ⊗ρ0を考えることにより理解できる。ここで ρ0は二
つのコピーの自由度の上に作用する単位行列であり、ρx,y,z
をパウリ行列とする。HBHZ ⊗ ρ0 で考えると、もとの質
量項mσzと反交換する新しいディラック質量項m′σxτxρy
をみつけることができる。このため、ランクを二倍にした
ハミルトニアン

H̃BHZ = (kxσxτz + kyσy +mσz)⊗ ρ0 +m′σxτxρy, (3)

においては、m > 0,m′ = 0の基底状態とm < 0,m′ = 0
の基底状態は、質量項の 2次元空間 (m,m′)で 180度回転
をすることにより、ギャップを閉じることなく連続的に変
形することができ、同じ相に属することになる (図 1右)。
4行 4列のハミルトニアンHBHZでは、mの正負が異なる
トポロジカル相があらわれたが、二つコピーをもってきて
H̃BHZ を考えると互いに連続的に変形することができる。
これは 1 + 1 = 0に対応し、Z2 トポロジカル数でスピン
ホール絶縁体が特徴づけられることを意味する。
トポロジカルな絶縁相は超伝導体にもあらわれる。BdG

方程式のレベルでは、バンド絶縁体と同じように取り扱う
ことができるからだ。トポロジカルな超伝導体の代表例と
してはスピンレスの p+ ip超伝導体があげられる。その低
エネルギー BdGハミルトニアンは

Hp+ip(k) = kxσx + kyσy +mσz, (4)

で与えられる。ここで σ は粒子・正孔の自由度に作用す
るパウリ行列である。例えば、ν = 5

2 分数量子ホール系の

基底状態の有力候補としてMoore-Read状態が知られてい
る。Moore-Read状態は単位磁束２つをまとった複合フェ
ルミオンがスピンレス p+ ip超伝導体になっている状態で
ある [18, 19]。
この BdGハミルトニアンは粒子正孔変換 C = σxKの

もとで

CHp+ip(−k)C−1 = −Hp+ip(k) (5)

をみたし、粒子正孔対称性をもつ。先ほどの例と同様に運
動項と反交換する質量項はmσz しかないため、mの正負
によって、基底状態は異なるトポロジカル相に属すること
になる。
粒子正孔対称性をもつ 2次元の p + ip超伝導体は整数

の Zトポロジカル数で特徴づけられる。これもハミルト
ニアンのランクを 2倍にしてHp+ip ⊗ ρ0 を考えることで
理解できる。つまりHp+ip ⊗ ρ0に対して、C = σx ⊗ ρ0K
及びもとの質量項mσz ⊗ ρ0と反交換するような新しい質
量項を見つけることはできない。このためm > 0のとき
とm < 0のときの基底状態はHp+ip ⊗ ρ0でも異なるトポ
ロジカル相に属する。これはまさに 1 + 1 = 2に対応し、
Zトポロジカル数で p+ ip超伝導体が特徴づけられること
を意味する。
このようにトポロジカル相の分類は有効ディラックハミ

ルトニアンの質量項の構造を調べることで理解できる。以
下では、この操作をクリフォード代数とK理論という道具
立てを用いて様々な対称性のもとで系統的に行い、トポロ
ジカル絶縁体・超伝導体の分類理論について解説していく。

III. トポロジカル絶縁体・超伝導体の分類理論

この章ではまず、相互作用のないフェルミオン系を系の
もつ対称性の観点から分類する１０の Altland-Zirnbauer
(AZ) 対称類について説明する。その次に、クリフォード
代数を用いたトポロジカル絶縁体・超伝導体の分類理論に
ついて説明する。

A. １０のAltland-Zirnbauer 対称類

相互作用のないフェルミオン系は、第二量子化でのハミ
ルトニアンがH =

∑
i,j c

†
iHi,jcj と書けるために、ハミル

トニアン行列H によって記述される。Altland-Zirnbauer
(AZ) 対称類は系のもつ対称性に基づいて、ハミルトニア
ン行列 H の属する空間を決定する。ユニタリーな対称性
が存在し、H と交換するユニタリー行列が存在する場合
にはH をブロック対角化し、そのブロック一つをH と考
えることにする。つまり H と交換する行列はないと仮定
することと同等である。その上でハミルトニアン行列 H
は離散的な反ユニタリー対称性とカイラル対称性をもつこ
とが許され、その存在・不在に対応して１０の対称類に分
類されることを、Altland と Zirnbauerは見いだした。つ
まり波数 kの関数としてのブロッホハミルトニアンH(k)
に、時間反転対称性 T、電子正孔対称性 C、カイラル対
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TABLE I. 10の Altland-Zirnbauer (AZ) 対称類と対応する分類空間の 0次のホモトピー群によるトポロジカルな分類。２つの複素
対称類と８つの実対称類はそれぞれ時間反転対称性 (T ), 電子正孔対称性 (C), およびカイラル対称性 (Γ) の有無によって特徴づけら
れる。いずれかの対称性が存在する場合には T 2 = ±1 もしくは　 C2 = ±1を示し、Γについては 1 と示した。存在しない場合は 0
と示した。それぞれの対称類について d次元の場合に対応する拡大問題とそれから得られる分類空間 Vd (表 II) を示す。０次のホモ
トピー群を d = 0, . . . , 7について示す。分類空間の非自明なホモトピー群はトポロジカル絶縁体・超伝導体に対応する。

対称類 T C Γ 拡大問題 Vd π0(Vd=0) π0(Vd=1) π0(Vd=2) π0(Vd=3) π0(Vd=4) π0(Vd=5) π0(Vd=6) π0(Vd=7)

A 0 0 0 Cld → Cld+1 C0+d Z 0 Z 0 Z 0 Z 0

AIII 0 0 1 Cld+1 → Cld+2 C1+d 0 Z 0 Z 0 Z 0 Z
AI +1 0 0 Cl0,d+2 → Cl1,d+2 R0−d Z 0 0 0 Z 0 Z2 Z2

BDI +1 +1 1 Cld+1,2 → Cld+1,3 R1−d Z2 Z 0 0 0 Z 0 Z2

D 0 +1 0 Cld,2 → Cld,3 R2−d Z2 Z2 Z 0 0 0 Z 0

DIII −1 +1 1 Cld,3 → Cld,4 R3−d 0 Z2 Z2 Z 0 0 0 Z
AII −1 0 0 Cl2,d → Cl3,d R4−d Z 0 Z2 Z2 Z 0 0 0

CII −1 −1 1 Cld+3,0 → Cld+3,1 R5−d 0 Z 0 Z2 Z2 Z 0 0

C 0 −1 0 Cld+2,0 → Cld+2,1 R6−d 0 0 Z 0 Z2 Z2 Z 0

CI +1 −1 1 Cld+2,1 → Cld+2,2 R7−d 0 0 0 Z 0 Z2 Z2 Z

称性 Γ、

TH(−k)T−1 = H(k), (6a)

CH(−k)C−1 = −H(k), (6b)

ΓH(k)Γ−1 = −H(k), (6c)

が存在するかしないかによって、その属する位相空間の
タイプが決まる。ハミルトニアン H が時間反転対称性も
電子正孔対称性ももたないときは複素対称類に属するとい
う (表 I)。カイラル対称性 Γがないときに class A、カイ
ラル対称性があるときは class AIIIと呼ぶ。
時間反転対称性と電子正孔対称性を表す演算子 T と C

は複素共役を含む反ユニタリ演算子で、二乗すると+1か
−1になる (1は恒等演算子を意味する)。この符号は複素
共役のために位相のとりかえで消せない。T もしくはCが
存在するときH は実対称類に属するという。T 2と C2の
符号によって８つの異なる実対称類が存在する (表 I)。ま
た T と C が両方存在する場合は Γ = TC とすることでカ
イラル対称性も存在することがわかる。

B. クリフォード代数とその拡大問題

トポロジカル絶縁体・超伝導体の分類をクリフォード代
数を用いて導出しよう。クリフォード代数は以下のように、
互いに反交換する生成子たちのなす代数である。
複素クリフォード代数 Cln は

{ei, ej} = 2δi,j (7)

をみたす n 個の生成子 ei をもつ。Cln は和に関しては
ep1

1 ep2

2 · · · epn
n (pi = 0, 1)の線形結合の生成する 2n 次元複

素ベクトル空間となる。

実クリフォード代数 Clp,q は

{ei, ej} = 0 (i ̸= j),

e2i =

{
−1, 1 ≤ i ≤ p,

+1, p+ 1 ≤ i ≤ p+ q,
(8)

をみたす p + q 個の生成子 ei をもつ。複素ベクトル空間
のときと同様に、Clp,q は和に関しては 2p+q 次元の実ベ
クトル空間をなす。
トポロジカル絶縁体・超伝導体を分類することは、ギャッ

プをもつハミルトニアン行列を分類することに他ならない。
KitaevはこれがK理論によって得られることを示した [9]。
この議論では、一般のハミルトニアン行列のなす位相空間
を、クリフォード代数の拡大問題を考えることを通じて分
類空間とよばれる位相空間として同定する。以下では簡単
のために、一般のハミルトニアン行列ではなくディラック
ハミルトニアンを考えることにする。この場合運動項を固
定して考えると、トポロジカル絶縁体の分類はディラック
質量項の分類に簡単化される。一般のギャップをもつハミ
ルトニアンの取り扱いは Ref. [9, 16]を参照していただき
たい。

d次元のディラックハミルトニアン

H(k) =
d∑

i=1

ki αi +mβ, (9a)

を考える。ここで k ≡ (k1, . . . , kd) ∈ Rd は波数、α ≡
(α1, . . . , αd) はガンマ行列で{

αi, αj

}
= 2δi,j , i, j = 1, . . . , d. (9b)

を満たす。またmβ はディラック質量項で

{β, αi} = 0, β2 = 1. (9c)

を満たし、ギャップの大きさを表す係数はm > 0ととるこ
とにする。それぞれの AZ対称類において T ,C,Γのいず
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れかの対称性が存在する場合には、式 (6)から運動項、質
量項は

TRS: [T, β] = {T,α} = 0, (10a)

PHS: {C, β} = [C,α] = 0, (10b)

CHS: {Γ, β} = {Γ,α} = 0, (10c)

をみたさなければならない。特に T と C は反ユニタリー
性のために運動項と質量項で交換、反交換が逆になる。ま
た T , C, Γは、

T 2 = ±1, C2 = ±1, [T,C] = 0, Γ2 = 1, (11a)

という関係を互いに満たすようにとることができる。

C. ディラック行列のなすクリフォード代数

ここでクリフォード代数の出番である。それを用いる
利点は、互いに反交換するディラック行列と対称性の演算
子を同じレベルで系統的に取り扱い、ディラック行列と対
称性の満たすべき代数関係 [式 (9)、式 (10)] を簡潔に記述
できる点にある。それぞれの AZ 対称類に属する d 次元
のディラックハミルトニアンに対して、以下のようにクリ
フォード代数を構成することができる。
まず対称類 A と AIII に対しては複素クリフォード代

数を

A: Cld+1 = {β,α} , (12a)

AIII: Cld+2 = {β,Γ,α} , (12b)

のように運動項、質量項、Γから構成する。ここで、Cln =
{e1, . . . , en} という表記を用いた。
他の 8つの対称類は反ユニタリな T か C を含むので、

虚数単位 iとの代数関係を記述するために、虚数単位を代
数的に表す J という演算子を導入する。すると J は

{T, J} = {C, J} = [Γ, J ] = [α, J ] = [β, J ] = 0, (13)

を満たし、実クリフォード代数の中で虚数単位 J2 = −1
の役割を果たすと考える。こうすると対称類 AI, BDI, D,
DIII, AII, CII, C,およびCI に対して実クリフォード代数
を [16]

AI: Cl1,d+2 = {J β;T, T J,α}, (14a)

BDI: Cld+1,3 = {J α, T C J ;C,C J, β}, (14b)

D: Cld,3 = {J α;C,C J, β}, (14c)

DIII: Cld,4 = {J α;C,C J, T C J, β}, (14d)

AII: Cl3,d = {J β, T, T J ;α}, (14e)

CII: Cld+3,1 = {J α, C, C J, T C J ;β}, (14f)

C: Cld+2,1 = {J α, C, C J ;β}, (14g)

CI: Cld+2,2 = {J α, C, C J ;T C J, β}, (14h)

と運動項、質量項、対称性の演算子から構成することがで
きる。ここで、Clp,q = {e1, . . . , ep; ep+1, . . . , ep+q}という
表記を用いた。

TABLE II.クリフォード代数と分類空間。二列目は各クリフォー
ド代数と同型な行列代数。最後の列は各分類空間の 0 次のホモ
トピー群を示す。

(a) 複素対称類

q Clq Cq π0(Cq)

0 C (U(n + m)/U(n) × U(m)) × Z Z
1 C⊕ C U(n) 0

(b) 実対称類

q Cl0,q Rq π0(Rq)

0 R (O(n + m)/O(n) ×O(m)) × Z Z
1 R⊕ R O(n) Z2

2 R(2) O(2n)/U(n) Z2

3 C(2) U(2n)/Sp(n) 0

4 H(2) (Sp(n + m)/Sp(n) × Sp(m)) × Z Z
5 H(2) ⊕H(2) Sp(n) 0

6 H(4) Sp(n)/U(n) 0

7 C(8) U(n)/O(n) 0

D. ディラック質量項のなす分類空間とその例

分類空間とトポロジカル数の関係について直感的な理解
を得るために、ここではいくつかのディラックハミルトニ
アンを例にとって、分類空間 (=質量項 β のなす空間)を
具体的に構成してみよう（表 II）。
はじめに対称類 Aに属する二次元系を考える。これは

量子ホール系に対応するモデルで、2N 行 2N 列のハミル
トニアン行列

H2D = kxσx ⊗ 1N + kyσy ⊗ 1N + β (15)

を考えよう。1N は N 行 N 列の単位行列である。ここで
ギャップの大きさは m = 1に連続的に変形した後の状況
を考える。（この操作で系のトポロジカルな性質は変わら
ない。）β は運動項と反交換するので、

β = σz ⊗A (16)

という形をとる。AはN ×N のエルミート行列で二乗す
ると 1N になる。つまり βの形を決めるということはAの
形をきめることだが、これはユニタリ行列 U を用いて対
角化すると

A = UIn,mU†, In,m =

(
1n 0

0 −1m

)
, (17)

とかける。In,m は対角行列で固有値 +1 と −1がそれぞ
れ n個、m個ずつあらわれ、N = n+mとなるものとす
る。n,mの値をきめると、U をユニタリ行列群 U(N)か
ら一つ選ぶことによってAが決まる。しかし、ここで同じ
Aを与えるU の取り方が複数ある。固有値±1に対応する
固有空間の基底の選び方はそれぞれ U(n), U(m)の自由度
をもつため、結局、nとmを固定したとき、Aは複素グ
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ラスマニアン U(n+m)/[U(n)×U(m)]に属している。分
類空間全体は異なる nについて U(n+m)/[U(n)×U(m)]
の和をとったもので与えられる。ここで N が十分大きい
場合を考えると、個々の複素グラスマニアン多様体はほぼ
等しいものとなるので、この極限において分類空間は

{U(n+m)/[U(n)× U(m)]} × Z (18)

と書くことができ、これはまさに表 IIのC0と一致する。そ
れぞれの複素グラスマン多様体は連結なので、分類空間の
非連結成分（断熱変形で移り変われない異なるトポロジカ
ル相）は行列Aの+1固有値の数 nでラベルされる。実際
に、次のような正則化のもとで nは 2次元系のチャーン数
と一致する。ディラックハミルトニアンに、小さな正の係数
Cをもちいて k2に比例する質量項をH2D−Ck2σz⊗1N の
ように加えて正則化する (大きなギャップのあいたディラッ
クコーンを k = ∞にもってくることによって、Nielsen-
Ninomiyaの定理を回避し、格子模型でも実現できるよう
にする)。簡単のためにA = In,mとすると、ハミルトニア
ンは 2× 2行列を N 個直和した形

H2D = ⊕N
i=1Hi (19)

Hi = kxσx + kyσy + (ϵi − Ck2)σz, (20)

に書くことができる。ここで、 1 ≤ i ≤ n に対しては
ϵi = +1、n + 1 ≤ i ≤ N に対しては ϵi = −1 とする。
Hiに対してチャーン数 (ベリー曲率のブリルアンゾーン上
の積分で与えられる不変量)を計算すると、ϵi = +1 の時
は+1に、ϵi = −1の時は 0 になり、結局全チャーン数は
nに一致する。
次に、対称類 Aに属する一次元系を考えてみよう。先

ほどと同様に 2N 行 2N 列のハミルトニアン

H1D = kxσz ⊗ 1N + β (21)

を考え、ディラック質量項 β は、σz と反交換し 2乗する
と 12N になるエルミート行列だとする。そのような β は
N 行N 列のユニタリ行列 U を用いて

β =

(
0 U

U† 0

)
(22)

と書き表すことができる。ユニタリ行列U を一つ選ぶこと
によって質量項 βが決まるので、表 IIにある通り、分類空
間 C1はユニタリ行列群 U(N)で与えられる。ユニタリ行
列群 U(N)は連結なので、二つの異なるディラックハミル
トニアンの間を常に連続変形で行き来することができる。
つまりトポロジカルに自明な一つの相しか存在しない。こ
のことは、上の行列のランクが一番小さい 2行 2列のディ
ラック模型において、

H1D = kxσz +m1σx +m2σy (23)

となるように、二つの互いに反交換する質量項が存在する
ことに由来する。前の例 [式 (20)]のようにただ一つの質量
項 (m0σz) しかない場合には、この質量項の符号の異なる
二つの状態は、互いに移り変わるためにはギャップレス点
m0 = 0を通らなければならないために、トポロジカルに異
なる相に属する。一方で、今の例のように二つの質量項 (m1

及び m2) が存在する場合には、(m1,m2) = (±1, 0) の二
つの質量項をもつ状態は質量項のなす 2次元空間 (m1,m2)
の中の回転を行うことによってギャップレス点を通ること
なく連続的に変形することが可能である。この 2次元空間
中の回転の自由度は、まさにN = 1としたときの U(1)に
対応する。

E. 10の AZ対称類に対するクリフォード代数を用いた分類
の手順

10のAZ対称類に対して、クリフォード代数を用いてど
のようにトポロジカル絶縁体・超伝導体の分類を行うかそ
の手順をみてみよう。トポロジカル絶縁体・超伝導体は質
量項をもつディラックハミルトニアンで表現されるという
ことをまず仮定する。次に、運動項のディラック行列を固
定すると、ディラックハミルトニアンの分類論はディラッ
ク質量項の分類をおこなえばよいことになる。さらに系に
ギャップが存在するので、ディラック質量項の固有値はノ
ンゼロであるが、固有値の連続変形を行って±1のいずれ
かの固有値しかもたないようにしてやることができる。つ
まり与えられた次元 d、系の対称性のもとで許される、二
乗すると 1になるようなディラック行列 β のなす空間 V
のなかの点がそれぞれトポロジカル絶縁体・超伝導体を表
す。このディラック行列全体のなす空間 V を分類空間と呼
ぶ。前節でみたように分類空間 V の連結性は最小ランク
のディラック模型において、式 (9)にあらわれる質量ディ
ラック行列 βがただ一つか複数あるかという性質と密接に
関係している。分類空間 V はクリフォード代数を使って
以下のように系統的に求めることができる。
ステップ 1: それぞれの AZ対称類に対して、対称性の

演算子とディラック行列のなすクリフォード代数を考える
（式 12,14）。このクリフォード代数から質量ディラック行
列を含む生成子を取り除いたクリフォード代数

A: Cld = {α} , (24a)

AIII: Cld+1 = {Γ,α} , (24b)

および

AI: Cl0,d+2 = {;T, T J,α}, (25a)

BDI: Cld+1,2 = {J α, T C J ;C,C J}, (25b)

D: Cld,2 = {J α;C,C J}, (25c)

DIII: Cld,3 = {J α;C,C J, T C J}, (25d)

AII: Cl2,d = {T, T J ;α}, (25e)

CII: Cld+3,0 = {J α, C, C J, T C J ; }, (25f)

C: Cld+2,0 = {J α, C, C J ; }, (25g)

CI: Cld+2,1 = {J α, C, C J ;T C J}. (25h)

を考える。それぞれのAZ対称類について、上に示した質
量項を含まないクリフォード代数を、質量項を含む生成子
(AI, AIIでは J β、そのほかでは β) を加えて「拡大」す
ることを考える。具体的にはクリフォード代数 (24)(25)の
行列表現を与えたときに、クリフォード代数をなすように
追加できる新しい生成子 (対称類 AI, AIIでは J β、それ
以外では β) の行列表現を探す。10の対称類について、こ
のクリフォード代数の拡大問題を表 I の５列目に示した。
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異なる連結成分

＝異なるトポロジカル相

.   .   .  .   .   .  

FIG. 2. 分類空間の概念図。分類空間は系の対称性のもとで許さ
れるディラック質量項のなす空間である。

ステップ 2: 次にクリフォード代数の拡大を実現するよ
うな新しい生成子の可能な行列表現となりうるものをすべ
て列挙することを考える。新しい生成子の可能な行列表現
全体がなす空間が「分類空間」V である。この分類空間 V
は、結局与えられた対称性のもとで不変で、運動項と反交
換するようなディラック質量項たちのなす空間に他ならな
い (図 3)。実は、クリフォード代数の拡大問題から得られ
る分類空間 V は K理論とよばれる代数的位相幾何学にお
いてすでに知られている [9, 20]。複素クリフォード代数の
拡大問題Clq → Clq+1 に対して分類空間Cqが対応し、実
クリフォード代数の拡大問題 Clp,q → Clp,q+1 に対して分
類空間 Rq−p が対応する。すなわち

Clq → Clq+1 : Cq, (26)

Clp,q → Clp,q+1 : Rq−p, (27)

という対応関係である。分類空間 Cq, Rq の具体的な形は
表 IIに示す。対称類AI,AIIであらわれるClp,q → Clp+1,q

という拡大問題に対しては、新しい生成子の行列表現の種
類を変えない 2× 2の行列代数Cl0,2 ≃ R(2)とのテンソル
積をとっても分類空間は変わらない (森田同値)ので、環
同型 Clp,q ⊗ Cl0,2 ≃ Clq,p+2 を用いることで上の形に帰
着できる。複素分類空間は周期 2、実分類空間は周期 8の
ボット周期性をもち、

Cq+2 ≃ Cq, Rq+8 ≃ Rq, (28)

が成立する。
各対称類に対応する分類空間を表 I の 6列目に示す。
今のように d次元空間の運動項と対称性を表す演算子

の表現を固定して考えると、ディラックハミルトニアンは
ディラック質量項の表現により定まる。ディラックハミル
トニアンが決まれば基底状態が決まるので、分類空間から
一つディラック質量項を選ぶことは、対称性のもとで d次
元の（トポロジカル）相を一つ選ぶことに対応する。もし
も分類空間が非連結で複数個の連結成分からなっている場
合には、異なる連結成分から選んだ二つのディラック質量
項に対応する基底状態は、たがいに断熱変形によって移り
変われないことを意味する。そのような二つの基底状態を
結ぶためには、対称性を破るか、運動項との反交換関係を
破る、つまり系のギャップを閉じるかのいずれしかない。つ
まり分類空間が非連結か否かを測るゼロ次のホモトピー群

x 

FIG. 3. 鏡映操作とトポロジカル結晶絶縁体の概念図。

π0(V )が、異なるトポロジカル相のラベルを与える。表 II
の 4列目に π0(V )の一覧を示す。異なるトポロジカル相の
間にギャップレス状態があらわれることは以下のような議
論でわかる。d次元空間が二つの半無限系に分けられてい
て、(d − 1)次元の境界で接しているとする。二つの半無
限系ではディラック質量項は分類空間の異なる連結成分に
属しているとする。二つの半無限系の間でディラックハミ
ルトニアンをつなげようとすると (d− 1)次元の境界部分
で質量項がゼロにならないといけない。このためディラッ
クハミルトニアン [式 (9)でmβに空間依存性をもつもの]
は (d− 1)次元の境界に沿って広がったゼロエネルギー状
態をもつこととなる。このゼロエネルギー状態の波動関数
は境界から離れると指数関数的に減衰する。これは BDI
一次元系でディラック質量項にキンクがある場合によく知
られている現象の一般化である [21]。この表面ギャップレ
ス状態の存在はまさにトポロジカル絶縁体・超伝導体の特
徴である。表 IIの４列目及び表 Iの７列目以降に列挙し
た分類空間のゼロ次のホモトピー群から、d次元において
どの対称類で非自明なトポロジカル絶縁体・超伝導体があ
らわれるかということがみてとれる。分類空間のボット周
期性から周期構造があらわれるため、表 Iはトポロジカル
絶縁体・超伝導体の周期表と呼ばれている [8, 9]。

IV. トポロジカル結晶絶縁体への応用

A. 鏡映対称性とクリフォード代数、分類理論

これまで述べてきたトポロジカル絶縁体の分類理論をト
ポロジカル結晶絶縁体の分類に応用しよう。系の対称性を
クリフォード代数の形で表現できれば、クリフォード代数
の拡大問題としてトポロジカル相を分類する理論が応用で
きる。実際に鏡映対称性は以下のようにすればクリフォー
ド代数の形で表現することができる。d次元のディラック
ハミルトニアンHd で xl 方向の鏡映操作 Rについて不変
なものを考えよう。この鏡映操作で波数 kj は

kj → (−1)δj,lkj (29)

のように変更を受ける。ディラックハミルトニアンが
[R,Hd] = 0 を満たすという制約から、ガンマ行列につ
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TABLE III. 鏡映対称性のもとでのトポロジカル結晶絶縁体・超伝導体の分類表。一列目では R の上付き添え字で Γ, T , C との交
換・反交換関係を示す。二列目は AZ対称類を、三列目は０次元の分類空間を表し、４列目以降はトポロジカル不変量を表す。

Reflection Class Cq or Rq d = 0 d = 1 d = 2 d = 3 d = 4 d = 5 d = 6 d = 7

R A C1 0 Z 0 Z 0 Z 0 Z
R+ AIII C0 Z 0 Z 0 Z 0 Z 0

R− AIII C1 0 Z 0 Z 0 Z 0 Z

R+, R++

AI R1 Z2 Z 0 0 0 Z 0 Z2

BDI R2 Z2 Z2 Z 0 0 0 Z 0

D R3 0 Z2 Z2 Z 0 0 0 Z
DIII R4 Z 0 Z2 Z2 Z 0 0 0

AII R5 0 Z 0 Z2 Z2 Z 0 0

CII R6 0 0 Z 0 Z2 Z2 Z 0

C R7 0 0 0 Z 0 Z2 Z2 Z
CI R0 Z 0 0 0 Z 0 Z2 Z2

R−, R−−

AI R7 0 0 0 Z 0 Z2 Z2 Z
BDI R0 Z 0 0 0 Z 0 Z2 Z2

D R1 Z2 Z 0 0 0 Z 0 Z2

DIII R2 Z2 Z2 Z 0 0 0 Z 0

AII R3 0 Z2 Z2 Z 0 0 0 Z
CII R4 Z 0 Z2 Z2 Z 0 0 0

C R5 0 Z 0 Z2 Z2 Z 0 0

CI R6 0 0 Z 0 Z2 Z2 Z 0

R+− BDI R1 Z2 Z 0 0 0 Z 0 Z2

R−+ DIII R3 0 Z2 Z2 Z 0 0 0 Z
R+− CII R5 0 Z 0 Z2 Z2 Z 0 0

R−+ CI R7 0 0 0 Z 0 Z2 Z2 Z
R−+ BDI, CII C1 0 Z 0 Z 0 Z 0 Z
R+− DIII, CI C1 0 Z 0 Z 0 Z 0 Z

いて

{αl, R} = 0, [αj , R] = 0, (j ̸= l) (30)

という条件が従う。簡単のために適当なゲージ変換を施し
て R2 = 1としよう。さて鏡映操作からつくられる演算子

M = JαlR (31)

を考えると、M2 = 1でかつ {H,M} = 0を満たす。つま
り {αj ,M} = 0 (1 ≤ j ≤ d)であるので、あとは対称操作
の演算子 T,Cなどと反交換すればクリフォード代数の生成
子として付け加えることができる。実際に T,C とRが交
換するか、反交換するかによって、M ,JM , TCM , JTCM
のいずれかが 10種類の対称類に対応するクリフォード代
数の生成子全部 (12),(14) と反交換または交換するため、
鏡映操作を含んだクリフォード代数をつくることができ
る。クリフォード代数を作ってしまえば、あとは拡大問題
からどの分類空間が対応するか調べることにより、トポロ
ジカル不変量を系統的に得ることができる。このようにし
て得られたトポロジカル結晶絶縁体、超伝導体の分類表を
表 IIIに掲げる。一列目に鏡映対称操作 Rと T,C,Γとの
交換・反交換関係を示す。実対称類の場合は T,C の有無

に応じて T,C との交換・反交換関係 (RT = η̃TTR 及び
RC = η̃CCR) を、Rの上付き添え字で RηT , RηC , RηT ηC

と示す。同様に複素対称類 AIIIに対しては、Γとの交換・
反交換関係 (RΓ = η̃ΓΓR) を Rの上付き添え字で RηΓ と
示す。２列目は対称類、３列目は０次元系に対する分類空
間を表し、４列目以降にトポロジカル不変量を列挙した。
いずれの場合も鏡映対称操作由来の生成子がクリフォード
代数に加わることにより、実効的な対称類もしくは次元が
変化し、鏡映対称性を考慮しない場合と分類が変化しうる
ことがわかる。また鏡映対称性のもとでのトポロジカル結
晶絶縁体も、ボット周期性由来の周期構造をもつこともわ
かる。

B. SnTe: class AII + R−，ディラック質量項の観点から

代表的なトポロジカル結晶絶縁体 SnTeについて、ディ
ラックハミルトニアンのディラック質量項の観点からどの
ようなトポロジカル相があらわれうるかを議論し、さらに
それがクリフォード代数を用いてどのように得られるかに
ついて見てみよう。
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SnTeは時間反転対称性と鏡映対称性に守られた３次元
トポロジカル結晶絶縁体で、偶数個の表面ディラックコー
ンが存在することが観測されている [10–13]。通常の３次元
トポロジカル結晶絶縁体では安定して存在しうる表面ディ
ラックコーンは一つ（または奇数）なのに対して、SnTe
では鏡映対称性により新しいトポロジカルな構造があらわ
れており、それらはミラーチャーン数という量により特徴
づけられている。
SnTeの L点周りの低エネルギー有効ハミルトニアンは

H = mσz + v(kxsy − kysx)σx + vzkzσy, (32)

で与えられる。ここで σi、si は軌道とスピンを表すパウ
リ行列である [10]。時間反転対称性 T = isyKをもち、対
称類AIIに属する。時間反転対称性を保ち運動項と反交換
するディラック質量項はmσz しかないので、mの異なる
符号は異なるトポロジカル相に対応する。さて、二つの L
点まわりのディラックハミルトニアンH2 = H⊗τ0を次に
考える。τ0 は 2× 2 の単位行列で二つの L点 (L1 and L2)
の自由度に作用するものとする。二つの L点を混ぜる質
量項まで考えると、もう一つの T 不変な質量項m′szσxτy
をみつけることができる。このため、m の異なる符号の
表す状態は２次元の質量空間 m-m′ で 180 度回転を行う
ことにより連続的に変形することが可能になる。これはも
との H であらわされるトポロジカルに非自明な相を二つ
もってきて合わせるとトポロジカルに自明になるというこ
となので、対称類AIIの 3次元系が Z2 トポロジカル数に
よって特徴づけられるということに対応している。すなわ
ち、時間反転対称性のみを考える範囲では、SnTeは Z2分
類で自明な絶縁体である。
さて次に x 方向の鏡映対称性 (kx → −kx) を考えよ

う。上のハミルトニアン H は鏡映変換 R = sx に対し
て、R−1H(−kx, ky, kz)R = H(kx, ky, kz)のように鏡映対
称不変になる。R2 = 1となるように R = sx ととったの
で、Rは T と反交換し ηT = −1である。表 IIIによると、
対称類 AIIに鏡映対称性 R− を付加すると、d = 3では整
数値のトポロジカル数 Zをもつ。この整数値のトポロジカ
ル数 Zが実はミラーチャーン数に対応する [10, 16]。先ほ
どのディラックハミルトニアンの質量項の議論に戻ると、
二つの L点をあわせたときのハミルトニアンH2 = H⊗τ0
に対して見つけたもうひとつの質量項 m′szσxτy は鏡映対
称性を破るため許されない。つまり、もとの H であらわ
されるトポロジカルに非自明な相を二つもってきても、鏡
映対称性のもとでは自明な相に変形することはできず、非
自明なトポロジカル相は足しあわされる構造をもつ。これ

はまさに整数値のトポロジカル数をもつことと対応する。
最後に、以上のディラック質量項を用いた議論がクリ

フォード代数によってどう再現されるかを簡単に見てみよ
う。3次元の対称類 AIIに対応するクリフォード代数の拡
大問題は

Cl2,3 = {T, TJ ;αx, αy, αz}
→Cl3,3 = {Jβ, T, TJ ;αx, αy, αz}

(33)

で与えられ、トポロジカル数は π0(R1) = Z2 となる。こ
こに鏡映対称性 R− を付け加えると拡大問題は

Cl2,4 = {T, TJ ;αx, αy, αz, JαxR
−}

→Cl3,4 = {Jβ, T, TJ ;αx, αy, αz, JαxR
−}

(34)

に変更され、トポロジカル数は π0(R0) = Zとなる。鏡映
対称性を付け加えると、トポロジカル数が Z2から Zにな
るために、SnTeでは偶数個の表面ディラックコーンが安
定的に存在できるようになったのだと理解できる。

V. おわりに

本稿では、K理論に基づいたクリフォード代数を用いた
トポロジカル絶縁体・超伝導体の分類理論について解説し
た。従来の 10の対称類に対するトポロジカルな周期表を
クリフォード代数を用いて導出し、さらに鏡映対称性のも
とであらわれるトポロジカル結晶絶縁体・超伝導体の分類
理論に応用を行った。ここで解説した方法は、系の対称性
をクリフォード代数の生成子として表現できる場合には非
常に有効で、さまざまな応用がありうる。とくに私たちは、
空間対称性のもとで安定化するワイル点・ディラック点の
分類、とくに Z2チャージをもつワイル点について解析を
行った [22]。また、質量項がランダムなディラックハミル
トニアンのAnderson局在問題では、クリフォード代数の
方法を応用して系統的に相図を得ることができる [23]。ク
リフォード代数の生成子として表現できない一般の空間対
称性のもとで、どのようなトポロジカル結晶絶縁体があら
われるかを理解することは将来の課題である。
笠真生さん、Christopher Mudry さんと本稿に関連す

る内容について有益な議論をかわしたことをここに感謝
する。
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